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Статтю присвячено огляду результатiв з теорiї Вiмана-Валiрона в класi
цiлих i аналiтичних функцiй вигляду f(z) =

∑+∞
n=0 fnz

n, z ∈ C, що стосу-
ються таких спiввiдношень

lnMf (r) ∼ lnµf (r), Ψ(lnMf (r)) ∼ Ψ(lnµf (r)),

а також нерiвностей типу Вiмана Mf (r) ⩽ µf (r)(lnµf (r))
1/2, якi викону-

ються для всiх r ⩾ r0 зовнi деяких виняткових множин; тут Mf (r) та
µf (r) — максимум модуля f на колi {z : |z| = r} та максимальний член
ряду Тейлора, вiдповiдно. Описуються також твердження, що стосуються
узагальнень цих результатiв в класах цiлих рядiв Дiрiхле вигляду

F (z) =

+∞∑
n=0

Fn exp{zλn}, 0 = λ0 < λn < λn+1 ↑ +∞ (1 ⩽ n ↑ +∞).

Розглядаються також аналоги подiбних результатiв в класi функцiй
F : R → R+ вигляду F (x) =

∫ +∞
0

f(u)exuν(du), де ν — невiд’ємна мiра на
R+ з необмеженим носiєм supp ν, f(x) — довiльна невiд’ємна ν-вимiрна
функцiя на R+.

Ключовi слова: цiла функцiя, аналiтична функцiя, теорiя Вiмана-
Валiрона, ряд Дiрiхле, iнтеграл Лебега-Стiлт’єса.
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1. Позначення

• L∗ — клас невiд’ємних, неспадних на [0,+∞) функцiй;
• L — клас додатних неперервних на [0,+∞) функцiй ψ(t) таких, що ψ(t)→
+∞ (t→ +∞);

• L+ — пiдклас L, в який входять зростаючi до +∞ при x→ +∞ функцiї;

• L1 — клас функцiй ψ ∈ L таких, що
∫ +∞ dt

ψ(t)
< +∞;

• W — клас функцiй w ∈ L+ таких, що∫ +∞
1

x−2w(x)dx < +∞;
• HR клас неперервних додатних неспадних на [0;R), R ⩽ +∞, функцiй таких,

що
R∫
r0

h(r)

r
dr = +∞ для деякого r0 ∈ (0, R);

• L+
1 = L1 ∩ L+;

• L2 — клас диференцiйовних вгнутих функцiй ω ∈ L+ таких, що
1

t
= O(ω′(t)) (t→ +∞);

• L0
2 — клас функцiй ω ∈ L2 таких, що для кожної функцiї ε(t) → +0 (t→ +∞)

ω′(t) ↘ 0 (t→ +∞) i lim
t→+∞

ω′((1− ε(t))t)/ω′(t) = 1;

• L0 — клас додатних неспадних на [0,+∞) функцiй V (t) таких, що∫ +∞

0

dV (t)

t
< +∞;

• ER, 0 < R ⩽ +∞, — клас необмежених аналiтичних функцiй в крузi DR =
{z ∈ C : |z| < R};

• Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}, mf (r) = min{|f(z)| : |z| = r},
µf (r) = max{|Fn|rn : n ⩾ 0}, r > 0, f(z) =

∑+∞
k=0 akz

k;
• M(x, F ) = sup{|F (x + iy)| : y ∈ R}, m(x, F ) = inf{|F (x + iy)| : y ∈ R},
µ(x, F ) = max{|Fn|exλn : n ⩾ 0}, ν(x, F ) = max{n : |Fn|exλn = µ(x, F )},
F (z) =

∑+∞
k=0 Fke

zλk , M(x, F ) =
∑+∞
k=0 |Fk|exλk , x ∈ R, z = x+ iy ∈ C.

2. Вступ

Розпочнемо здалека, вiд витокiв. Серед методiв, що застосовуються при до-
слiдженнi асимптотичних властивостей аналiтичних функцiй, є так званий метод
Вiмана-Валiрона, в основi якого лежить наступне просте спостереження, зроблене
ще на початку ХХ ст. А. Вiманом i Ж. Валiроном ([1–8], див. також [9,10]).

Нехай f(z) =

+∞∑
n=0

fnz
n цiла функцiя, а ряд α(z) =

+∞∑
n=0

αnz
n, αn ̸= 0, має

скiнченний радiус збiжностi R > 0 i такий, що
1

R
= lim
n→+∞

n
√
|αn|
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та для кожного n ∈ N iснує r ∈ (0;R), для якого

|αn|rn = µα(r) := max{|αj |rj : j ≥ 0}.
Тодi максимальний член µf (r) переважає кожний iнший член степеневого ряду, що
зображає цiлу функцiю f , бiльше, нiж максимальний член µα(r) у степеневому рядi,
що зображає аналiтичну функцiю α в крузi скiнченного радiуса. Точнiше, iснують
t > 0 i r < R такi, що для всiх j ≥ 0

|fj |tj/µf (t) ≤ |αj |rj/µα(r). (1)

Справдi, досить розглянути цiлу функцiю (ряд порiвняння)

A(z) =

+∞∑
n=0

fn
αn

zn,

скористатись означенням максимального члена µA(x) i прийняти x = tr, де t < R
таке, що να(r) = νA(x), а νf (x) = max{n : |fn|xn = µf (x)} — центральний iндекс
вiдповiдного степеневого ряду. Фiксуючи тепер вибiр аналiтичної функцiї α(z) так,
щоб вона збiгалася зi своєю мажорантою Ньютона„ отримаємо з (1) оцiнки звер-
ху загального члена довiльної цiлої функцiї f через максимальний член µf (t). За
допомогою такого пiдходу ще Вiман i Валiрон виявили, що всi цiлi функцiї мають
ряд чудових властивостей, подiбних до властивостей многочленiв. Зрозумiло, що ця
обставина не в останню чергу є джерелом рiзноманiтних застосувань цiлих функцiй.

Так, наприклад, для многочлена P (z), degP = n при z → ∞ правильнi асим-
птотичнi рiвностi

P (zeτ ) ∼ eτP (z), P (k)(z) ∼
(
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

zk

)
· P (z),

де 1 ≤ k < n, τ = τ(z) — довiльна обмежена функцiя. Друге спiввiдношення при
n→ +∞ дає

P (k)(z) ∼
(n
z

)k
· P (z).

Але νP (|z|) = degP = n для досить великих |z|.
Якщо f — цiла функцiя, то один з основних висновкiв теорiї Вiмана-Валiрона,

можна описати в наступний спосiб: в околах точок максимуму |f(z)| (тобто при
малих |η|, i z таких, що |z| = r i значення |f(z)| в деякому сенсi близьке до Mf (r) :=
max{|f(z)| : |z| = r}) виконуються асимптотичнi спiввiдношення

f(zeη) ∼ eηνf (r)f(z),
f (k)(z)

f(z)
∼
(
νf (r)

z

)k
,

при |z| = r → +∞, r /∈ E, а E — деяка множина скiнченної логарифмiчної мiри,
тобто

∫
E∩[1,+∞)

d ln r < +∞. Вiдзначимо, що описанi щойно спiввiдношення вияви-
лись досить корисними при вивченнi асимптотичних властивостей цiлих розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь та функцiональних рiвнянь, а їх узагальнення — до дослi-
дження характеристичних функцiй ймовiрнiсних законiв.

До iнших властивостей, якi можна трактувати як подiбнi до властивостей мно-
гочленiв, слiд вiднести рiзноманiтнi спiввiдношення вигляду

Mf (r) ∼ µf (r) ∼ mf (r), lnMf (r) ∼ lnmf (r), Ψ(lnMf (r)) ∼ Ψ(lnµf (r)),
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та пов’язанi з ними нерiвностi. Тут

mf (r) := min{|f(z)| : |z| = r} (r > 0).

У цьому пiдроздiлi ми опишемо публiкацiї i результати, отриманi в цих публiкацiях,
що стосуються взаємного поводження максимума модуля, зазвичай цiлої функцiї,
та максимального члена вiдповiдного ряду, яким зображається дана функцiя.

М.М. Шеремета у статтях [12,36–38] узагальнив формалiзацiю Т. Кеварi [13] i У.
Хеймана [15] класичного методу Вiмана-Валiрона, що дало змогу знайти ефективнi
застосування методу, як до рядiв Дiрiхле з додатною монотонно зростаючою до
нескiнченностi послiдовнiстю показникiв, так i, зокрема, до лакунарних степеневих
рядiв ( [36–42, 45, 49]). Власне, нехай фiксована послiдовнiсть λ = (λn) така, що
0 = λ0 < λn < λn+1 → +∞ (1 ⩽ n→ +∞), а F — цiла функцiя, що задана абсолютно
збiжним у всiй комплекснiй площинi рядом Дiрiхле (цiлим рядом Дiрiхле)

F (z) =

+∞∑
n=0

Fne
zλn , z ∈ C. (2)

Клас таких рядiв Дiрiхле позначимо через D(λ).
Розглянемо послiдовнiсть додатних чисел (αn) таку, що послiдовнiсть

κn =
lnαn − lnαn+1

λn+1 − λn
(n ⩾ 0)

монотонно зростає, а послiдовнiсть (sn) така, що −∞ < s0 < κn−1 < sn < κn
(n ⩾ 1). Точка x ∈ R в [36] називається нормальною (вiдносно послiдовностей
(Fn), (λn), (αn), (sn)), якщо iснує таке натуральне число ν, що для всiх n ⩾ 0 ви-
конується нерiвнiсть

|Fn/Fν | exp{x(λn − λν)} ⩽ αn/αν exp{sν(λn − λν)}.

У протилежному випадку, точка x ∈ R є винятковою.
Оскiльки αn/αν exp{sν(λn−λν)} < 1 для всiх n ̸= ν, а x — нормальна точка, то

ν(x, F ) = ν. У цьому випадку також ν(sν , α) = ν для α(s) =
∑+∞
n=0 αne

sλn . Результа-
тивнiсть дослiдження тепер знову залежить вiд вдалого вибору послiдовностi (αn)
такої, що

µ(x, α) = max{|αn|exλn : n ≥ 0} < +∞,

тобто, αnexλn → 0 (n→ +∞), для всiх x ∈ R. При цьому в подальших дослiдженнях,
що стосувалися можливостi застосовностi описаного пiдходу до аналiтичних фун-
кцiй в одиничному крузi або у фiксованiй (вiдмiннiй вiд всiєї комплексної площини)
пiвплощинi виявилось, що цiєї останньої умови також достатньо для застосовно-
стi, описаних вище схем. Зазначимо, що в подальшому класичний пiдхiд Вiмана
i Валiрона (а також Хеймана-Кеварi-Шеремети) протягом тривалого часу розгля-
дався лише у випадках, коли апрiорнi умови забезпечували те, що ряд порiвняння
A(z) =

∑+∞
n=0 Fn/αne

zλn є цiлою функцiєю. Тим не менше, слiд зазначити, що в до-
слiдженнях П. Фентона [50, 52], М. Хомяк [34, 35], О. Скаскiва [57] метод з рiзною
результативнiстю застосовувався i у випадках, коли ряд порiвняння гiпотетично мiг
бути розбiжним скрiзь.
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Для F ∈ D(λ) i x ∈ R через

ν(σ) = ν(σ, F ) = max{n : |Fn|exλn = µ(x, F )}
позначимо центральний iндекс ряду (2).

Через (Rj(F ))
+∞
j=0 позначимо послiдовнiсть точок стрибка центрального iнде-

ксу цiлого ряду Дiрiхле F (z), занумеровану так, що ν(σ, F ) = j при Rj(F ) ≤ σ <
Rj+1(F ) i, якщо ν(Rj+1(F ), F ) = j + p, то Rj+1(F ) = Rj+2(F ) = . . . = Rj+p(F ) <
Rj+p+1(F ). При цьому уникаємо формального означення нормальних i виняткових
точок σ ∈ R (див. означення [36], [12, c.35]), приймаючи проте до уваги той факт, що
оцiнки зверху загального члена ряду Дiрiхле F ∈ D(λ) через максимальний кожного
разу отримуються iз властивостей так званого ряду порiвняння, який для функцiї
F ∈ D(λ) вигляду (2) i додатної неспадної на [0,+∞) функцiї α(t) набуває вигляду

Fα(z) =

+∞∑
n=0

Fn exp
{
zλn +

∫ λn

0

α(t)dt
}
.

Ключовим при описаннi величини виняткових множин (тобто множин тих то-
чок σ, для яких бажанi оцiнки зверху загального члена через максимальний член
ряду можуть не виконуватись) є наступнi простi твердження, що мiстяться у лемi 1.
Вiдзначимо, що, як промiжний етап у мiркуваннях вони неодноразово використову-
вались рiзними авторами (у статтi [36] — доведення теореми 1, [38], [14] – доведення
леми 2, [45] — доведення теорем 3 i 4, [44] — лем 1 i 2, [48] — доведення леми 1, див.
також статтi [68, 69] i т. п.). Слiд також згадати, що подiбне спостерiгаємо у рiзних
авторiв i при розглядi степеневих рядiв ( [15,52,55,56] i т. п.). Для повноти картини
наведемо наступну лему з доведенням, не зважаючи на те, що воно є коротким i
елементарним.

Лема 1. Нехай додатна неспадна на [0,+∞) функцiя α(t) така, що для кожного
k ⩾ 0 знайдеться точка t0 ∈ (λk, λk+1) така, що α(t0) > α(λk). Якщо Fα ∈ D(λ),
то для всiх j ≥ 0, x ∈ [Rj(Fα) + α(λj), Rj+1(Fα) + α(λj)] i n ≥ 0

|Fn|exλn

|Fj |exλj
≤ exp

{
−
∫ λn

λj

(α(t)− α(λj))dt

}
, (3)

а у випадку, коли Rj(Fα) < Rj+1(Fα), то
ν(x, Fα) = j для x ∈ [Rj(Fα) + α(λj), Rj+1(Fα) + α(λj)).

Власне, лема 1 стверджує, що множина тих x ⩾ R1(Fα), для яких нерiвнiсть
(3) може не виконуватись мiститься у множинi

E =
+∞⋃
j=0

[Rj+1(Fα) + α(λj), Rj+1(Fα) + α(λj+1)).

Доведення леми 1. Для простоти запису покладемо αn =
λn∫
0

α(t)dt i Rn = Rn(Fα)

для n ≥ 0.
Для σ ∈ [Rj , Rj+1] за означенням максимального члена µ(σ, Fα) для всiх n ≥ 0

маємо
|Fn|e(σλn+αn) ≤ µ(σ, Fα) = |aj |e(σλj+αj).
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Тодi для (σ − α(λj)) ∈ [Rj , Rj+1] i n ≥ 0 отримаємо

|Fn|e((σ−α(λj))λn+αn) ≤ |aj | exp((σ−α(λj))λj+αj) .

Тому для всiх n ≥ 0 i σ ∈ [Rj + α(λj), Rj+1 + α(λj)] маємо

|Fn|eσλn

|aj |eσλj
≤ exp{−(αn − αj) + α(λj)(λn − λj)} =

= exp

{
−
∫ λn

λj

α(t)dt+ α(λj)

∫ λn

λj

dt

}
=

= exp

{
−
∫ λn

λj

(α(t)− α(λj))dt

}
.

Отже, нерiвнiсть (3) доведено.
Враховуючи, що для σ ∈ (Rj , Rj+1) та n ̸= j

|Fn|eσλn+αn < µ(σ, Fα),

то для σ ∈ (Rj(Fα)+α(λj), Rj+1(Fα)+α(λj)) нерiвнiсть (3) при n ̸= j також строга.
Оскiльки α(t) — неспадна на [0,+∞), то для довiльних невiд’ємних цiлих n i

m, при n ̸= m виконується нерiвнiсть∫ λn

λm

(α(t)− α(λm))dt > 0.

Звiдси i з нерiвностi (3) для σ ∈ (Rj(Fα) + α(λj), Rj+1(Fα) + α(λj)) у випадку
Rj(Fα) < Rj+1(Fα) отримуємо

|Fn|eσλn

|aj |eσλj
< 1

для всiх n ̸= j, тобто ν(σ, F ) = j i друге твердження леми 1 доведено, позаяк функцiя
ν(σ, F ) — напiвнеперервна справа. □

Не дуже детальний огляд результатiв з теорiї Вiмана-Валiрона для цiлих фун-
кцiй знаходимо в [10] та в монографiях [5,11,12,82], а також в оглядi [15], який багато
рокiв вважається класичним оглядом з даної тематики. Серед iнших текстiв, в яких
є описання рiзних фрагментiв дослiджень i результатiв з теорiї Вiмана-Валiрона, по-
сутi немає жодного бiльш-менш повного, який би охоплював принаймнi основнi мо-
менти з великого рiзноманiття отриманих результатiв. Зазначимо, що навiть давнiх
публiкацiй, не охоплених згаданим оглядом [15], є дуже багато. Оскiльки в останнi
10-15 рокiв у рiзних авторiв “прокинувся” iнтерес до теорiї Вiмана-Валiрона, автори
даного тексту поставили перед собою завдання пiдготувати такий огляд. Сам текст
є першою частиною, запланованого огляду, i стосуватиметься лише окремих дослi-
джень, що стосуються цiлих функцiй вiд однiєї комплексної змiнної, зображуваних
як степеневими рядами, так i (там, де це виглядатиме доречним) рядами Дiрiхле
з монотонно зростаючою до нескiнченностi послiдовнiстю показникiв. Принагiдно
вiдзначатимемо аналоги таких результатiв для функцiй, зображуваних iнтегралами
типу Лебега-Стiлт’єса.

Наступнi частини огляду стануть бiльш-менш незалежними вiд даного тексту
i будуть в подальшому поданi до друку окремо.
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3. Цiлi функцiї, зображуванi степеневими рядами i рядами Дiрiхле.

3.1. Спiввiдношення Бореля i нерiвнiсть Вiмана: степеневi ряди. Якщо
f(z) =

∑+∞
n=0 anz

n — цiла функцiя скiнченного порядку ρf < +∞, а µf (r) =
max{|an|rn : n ≥ 0} i Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}, то добре вiдомо, що (див. [9, Part
IV, Ch. 1, § 3, Problem 54]) спiввiдношення (Бореля)

lnMf (r) ∼ lnµf (r). (4)

виконується при r → +∞. Цей елементарний факт часто приписують Е. Борелю.
Вкажемо на те, що Е. Борель [16, с.62–70] встановив (при вiдсутностi обмеження
ρf < ∞), що для кожної цiлої функцiї спiввiдношення (4) справджується вздовж
деякої послiдовностi rj → +∞, тобто при r = rj → +∞.

Це ж твердження можна одержати також з одного результату А. Вiмана [7],
який довiв, що для кожної цiлої функцiї f i для кожного ε > 0 iснує послiдовнiсть
rj → +∞ така, що при r ∈ {rj} виконується нерiвнiсть (Вiмана)

Mf (r) < µf (r)(lnµf (r))
1
2+ε. (5)

Ж. Валiрон [2] довiв, що для кожної цiлої функцiї f i довiльного ε > 0 iснує така
множина E скiнченної логарифмiчної мiри, тобто,

meas ln(E) :=

∫
E∩[1,+∞)

d ln t < +∞,

що нерiвнiсть (5) виконується для всiх r ∈ [1,+∞) \ E. Вiдомо, що ([9, с. 177]) для
цiлої функцiї f(z) = ez, Mf (r) ∼

√
2πµf (r) ln

1/2 µf (r), (r → +∞), тобто, твердження
про нерiвнiсть (5) є точним у тому сенсi, що сталу 1/2 в нiй, взагалi кажучи, не
можна замiнити на менше число.

Найширше узагальнення згаданих результатiв про нерiвнiсть типу Вiмана одер-
жав П. Розенблум [17], який, по сутi, встановив, що

Mf (r) < µf (r)ψ(lnMf (r))

для всiх r ∈ (1,+∞) \ E (E — множина скiнченної логарифмiчної мiри на
[1,+∞), де ψ(t) — додатна неперервна функцiя, що зростає на [0,+∞) та для
якої

∫ +∞
0

(ψ(t))−2dt < +∞. Звiдси випливає, зокрема, що спiввiдношення (4) i (5)
виконуються при r → +∞ зовнi множини скiнченної логарифмiчної мiри.

Нехай ln1 x = lnx, lnk+1 x := ln lnk x для всiх цiлих k ⩾ 1. В оглядi [15] є таке
уточнення твердження стосовно нерiвностi Вiмана: Для довiльної цiлої трансцен-
дентної функцiї f i кожного ε > 0 iснує множина скiнченної логарифмiчної мiри
E = Ef (ε) така, що для всiх r ∈ (1;+∞)\E виконується нерiвнiсть

Mf (r) ⩽ µf (r)
√

lnµf (r) ln2 µf (r) · . . . · lnk µf (r)(lnk+1 µf (r))
1+ε. (6)

Подiбну нерiвнiсть можна знайти у статтi П. Розенблума [17]. Питання про точнiсть
нерiвностi (6) обговорювалось також у статтi Н. М. Сулейманова [18]. З отриманих
у цих статтях результатiв випливає таке твердження: Для кожного k ∈ N iснують
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цiла трансцендентна функцiя f i r0 > 0 такi, що для всiх r ∈ (r0; +∞) виконується
нерiвнiсть

Mf (r) ⩾ µf (r)
√

lnµf (r) ln2 µf (r) · . . . · lnk µf (r).

Скориставшись пiдходом з [17], Р. Р. Лондон ([19]) довiв, що для кожної цiлої
функцiї спiввiдношення (4) виконується при r → +∞ зовнi множини скiнченної
мiри. При цьому нескладна модифiкацiя його мiркувань дозволяє ( [21]) довести
скiнченнiсть h−мiри виняткової множини E

h−meas(E) =

∫
E

h(x)dx < +∞

з довiльною функцiєю h такою, що lnh(r) = O(ln r) (r → +∞). Те ж саме є правиль-
ним ([24]) з довiльною функцiєю h такою, що lnh(r) = o(lnµf (r)) (r → +∞).

У певному сенсi такий опис величини виняткової множини у спiввiдношеннi
Бореля (4) є непокращуваним описом її величини. Власне, нехай h(x) — довiльна
додатна iнтегровна на кожному iнтервалi (a, b) ⊂ [0,+∞), b < +∞ функцiя така,
що

∫∞
0
h(x)dx = +∞. Тодi, як випливає з [20, 21], для кожної функцiї h1(x) ↑ +∞

(x ↑ +∞) такої, що

lim
x→+∞

lnh1(x)

lnx
= +∞

iснують цiла функцiя f i стала d > 0 такi, що множина

E = {r ⩾ 1: lnMf (r) > (1 + d) lnµf (r)}

має нескiнченну h-мiру з h(x) = h1(x)/x.
У статтях [22,24] знайдено близький до непокращуваного опис величини виня-

ткової множини у нерiвностi Вiмана (5).
В даний час в лiтературi проблему вiдшукання непокращуваного опису величи-

ни виняткової множини в тому чи iншому спiввiдношеннi з теорiї Вiмана-Валiрона
прийнято називати проблемою Островського, який цю проблему у 1995 роцi сфор-
мулював стосовно нерiвностi Вiмана.

Нехай L+ — клас неперервних додатних на [0; +∞] функцiй, що зростають
до +∞. У статтi [22] доведено таке твердження: Якщо функцiя h ∈ L+ така, що
h(r) ≤ (ln r)1/2 (r > 2), то для кожної цiлої функцiї f i для кожного ε > 0 нерiвнiсть

Mf (r) ≤ µf (r)(lnµf (r))
1/2+ε ln1/2 r

виконується для всiх r ∈ [1;∞) \ E(ε, f), де множина E(ε, f) ≡ E2 така, що

h-meas E2 =

∫
E2∩[1;+∞)

h(r)

r
dr < +∞.

З отриманої для цiлих рядiв Дiрiхле в [23] теореми 2 випливає, що за умов
h ∈ L+ i

lim
r→+∞

lnh(r)

ln lnµf (r)− ln ln r
= q < +∞

нерiвнiсть Mf (r) ≤ µf (r)(h(r) lnµf (r))
p+ε, p = (q + 1)/2, виконується для кожного

ε > 0 i для всiх r ≥ 1 зовнi деякої множини E = E(ε, f) скiнченної h-мiри, тобто
h-meas E < +∞. У статтi [24] доведене таке твердження.
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Теорема 1 ([24]). Нехай f — цiла функцiя. Якщо h ∈ L+ така, що ln+ ln+ h(r) =
o(ln lnµf (r)) (r → +∞), то для кожного ε > 0 нерiвнiсть

Mf (r) ≤ h(r)µf (r)(lnµf (r))
1/2+ε (7)

виконується для всiх r ∈ [1; +∞) \ E3(ε, f, h), де множина E3(ε, f, h) ≡ E3 така,
що h-meas E3 < +∞. Якщо ж lnh(r) = (lnµf (r))

a, a > 0, то для кожного ε > 0
нерiвнiсть

Mf (r) ≤ h(r)µf (r)(lnµf (r))
1/2+1/2max{1,a}+ε

виконується для всiх r ∈ [1; +∞) \ E∗
3 (ε, f, h), де множина E∗

3 (ε, f, h) ≡ E∗
3 така, що

h-meas E∗
3 < +∞.

Зауважимо, що з умови ( [22]) h(r) ⩽ ln r (r ⩾ r0) випливає, що ln+2 h(r) =
o(ln2 µf (r)) (r → +∞) позаяк для цiлої трансцендентної функцiї f виконується ln r =

o(lnµf (r)) (r → +∞). Якщо ж ln+ h(r) = o(ln lnµf (r)) (r → +∞), то з нерiвностi (7)
отримуємо, що для кожного ε > 0 нерiвнiсть (5) виконується для всiх r ∈ [1; +∞)\E,
h-meas E < +∞.

У статтях [22, 24], автори також знайшли, у певному сенсi, найкращий опис
величини виняткової множини E у нерiвностi Вiмана для цiлих функцiй вiд однiєї
комплексної змiнної. З прикладу цiлої функцiї, побудованої в [22] (див. також [24]),
випливає, що опис, поданий у теоремi 1 виняткової множини для фiксованої цiлої
функцiї f iстотно не може бути покращено. У статтях [22, 24] доведено, що для
кожного ε > 0 iснують цiла функцiя f i множина E ⊂ [1; +∞) такi, що для всiх
r ∈ E

Mf (r) ⩽ µf (r) ln
1/2+ε µf (r), (8)

та ∫
E

(lnµf (r))
1/2+ε

r
dr = +∞.

З iншого боку, у статтi [24] встановлено також, що оцiнка∫
E

√
lnµf (r)

r
dr < +∞

виняткової множини E у нерiвностi Вiмана (8) виконується в деякому сенсi майже
напевно. Попри щойно процитованi твердження, мiж ними є певна прогалина, яку
бажано було би в подальшому закрити.

Виникає також таке природне запитання: яке описання виняткових множин
у всiх наведених вище нерiвностях типу Вiмана є непокращуваним?

Сформулюємо тепер кiлька результатiв для випадкових цiлих функцiй. П. Ле-
вi [76] виявив, що для випадкових цiлих функцiй певного вигляду у класичнiй не-
рiвностi Вiмана показник степеня 1/2 майже напевне можна замiнити на 1/4 (ефект
Левi). В подальшому, зокрема, пiд впливом цих статей П. Левi, було опублiковано
доволi значну кiлькiсть статей, присвячених дослiдженню цього ефекту як в класi
випадкових цiлих, так i аналiтичних функцiй. Тут наводимо формулювання лише
деяких з цих результатiв. Маємо сподiвання, огляд цих дослiджень опублiкувати
окремо.
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Нехай Ω = [0, 1], а P — мiра Лебега на R. Розглянемо ймовiрнiсний простiр
Штейнгауса (Ω,A, P ), де A — σ-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин Ω. Не-
хай (ξn(ω)) — деяка послiдовнiсть випадкових величин, заданих на цьому просторi.
Нехай

f(z, ω) =

+∞∑
n=0

ξn(ω)anz
n.

В [77] П. Ердеш i А. Реньї довели, що якщо (ξn) = (εn) — послiдовнiсть Радема-
хера, то для довiльної f i кожного δ > 0 i майже всiх ω максимум модуля випадкової
функцiї f(z, ω) задовольняє нерiвнiсть

Mf (r, ω) ⩽ µf (r) ln
1/4 µf (r){ln lnµf (r)}1+δ, r ⩾ 1, r /∈ Ef (δ, ω), (9)

де Ef (δ, ω) — множина скiнченної логарифмiчної мiри. Нагадаємо, що послiдовнi-
стю Радемахера називається послiдовнiсть незалежних випадкових величин (εn), що
набувають значення 1 i −1 з однаковою ймовiрнiстю 1/2.

Послiдовнiсть (ξn(ω)) дiйсних випадкових величин називається мультиплiка-
тивною системою (МС), якщо Mξi1ξi2 . . . ξik = 0, для довiльних i1 < i2 < . . . < ik i
кожного k ⩾ 1, де Mξ — математичне сподiвання випадкової величини ξ.

Позначимо через Ξ0 — клас послiдовностей комплексних випадкових величин
(ξn(ω)) таких, що кожна з послiдовностей {Re ξn}, {Im ξn} ∈ МС i |ξn| = 1 для всiх
n ⩾ 0. В [78], [79] доведено, що твердження П. Ердеша i А. Реньї виконується i у
випадку послiдовностi (ξn(ω)) ∈ Ξ0.

Через Ξ1 позначимо клас послiдовностей комплексних незалежних субгаусових
випадкових величин (ξn(ω)), тобто, таких, що

(∃C1, C2 > 0)(∀n ∈ N) : P{ω : |ξn(ω)| ⩾ t} ⩽ C1 exp{−t2/C2}.

У статтi [80] доведено таке твердження:
Якщо (ξn) ∈ Ξ1, то для довiльної f i кожного δ > 0 i майже всiх ω

Mf (r, ω) ⩽ µf (r) ln
1/4 µf (r){ln lnµf (r)}3/2+δ, r ⩾ 1, r /∈ Ef (δ, ω), (10)

де Ef (δ, ω) — множина скiнченної логарифмiчної мiри.
Слiд зазначити, що степiнь 1/4 при lnµf (r) у нерiвностях (9) та (10) є точним.

Зауважимо, що у статтi [66] степiнь 3/2 в множнику (ln lnµf (r))
3/2 з нерiвностi (10)

уточнено до 1. Проте питання точностi степеня в множнику ln lnµf (r) у нерiвностях
(9) та (10) залишається повнiстю вiдкритим.

Надалi скрiзь, пiд мiрою множини на дiйснiй прямiй розумiтимемо мiру Лебега,
тобто, h −meas з h(x) ≡ 1 є мiрою Лебега; позначатимемо meas := 1−meas. Заува-
жимо, що якщо E ⊂ [1,+∞), а E1 ⊂ [0,+∞) її образ при вiдображеннi x = ln r,
то

meas ln(E) = meas(E1).

Нехай ER, 0 < R ⩽ +∞, — клас необмежених аналiтичних функцiй в крузi
DR = {z ∈ C : |z| < R} вигляду

f(z) =

+∞∑
n=0

fnz
n. (11)
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Позначимо через HR клас неперервних додатних неспадних на [0;R), R ⩽ +∞,
функцiй таких, що

R∫
r0

h(r)

r
dr = +∞ для деякого r0 ∈ (0, R).

У статтi [25] доведено таке твердження.

Теорема 2. Нехай h ∈ HR, R ∈ (0,+∞]. Для кожної аналiтичної функцiї f ∈ ER,
довiльних функцiй ψj ∈ W (j ∈ {1, 2}) i для будь-якого δ > 0 iснують множина
E := E(δ, f, h) ⊂ (0, R) i r0 ∈ (0, R) такi, що h-measE =

∫
E
h(r)d ln r < +∞ i

(∀ r ∈ (r0, R) \ E) : Mf (r) ⩽ µf (r)

√
h(r)ψ2

(
h(r)ψ1

(
ln
(
µf (r)h(r)

)))
,

зокрема,

(∀ r ∈ (r0, R) \ E) : Mf (r) ⩽ h(r)µf (r)
(
lnh(r) ln(h(r)µf (r))

)1/2+δ
.

Вiдзначимо ще два наступних твердження, якi вперше отримано у статтi [25].

Твердження 1 ([25]). Нехай h ∈ HR, f — довiльна аналiтична функцiя, представ-
лена степеневими рядом вигляду (11) з радiусом збiжностi R(f) = R ∈ (0;+∞], та
r0 ∈ (0, R) таке, що lnMf (r0) ⩾ 10, h(r0) ⩾ 1. Тодi iснує множина E0 := E(f, h) ⊂
(0, R) така, що

(∀ r ∈ (r0, R) \ E0) : lnMf (r) ⩽ 2 ln
(
h(r)µf (r)

)
,

h−measE0 :=

∫
E

h(r)d ln r < +∞.

Якщо на додаток до умов Твердження 1 припустити, що функцiя f є необме-
женою, то отримаємо таке твердження.

Твердження 2 ([25]). Нехай h ∈ HR i f ∈ ER — довiльна необмежена аналiтична
функцiя, представлена степеневим рядом вигляду (11) з радiусом збiжностi R(f) =
R ∈ (0;+∞]. Тодi iснує множина E0 := E(f, h) ⊂ (0, R) така, що нерiвнiсть

lnMf (r) ⩽ (1 + o(1)) ln
(
h(r)µf (r)

)
(12)

виконується при r ↑ R (r /∈ E0), де h−measE0 < +∞.

З Твердження 2, зокрема, випливає, що якщо ln+ h(r) = o(lnµf (r)) (r → +∞),
то з нерiвностi (12) отримуємо, що для кожного ε > 0 спiввiдношення (4) виконується
при r ↑ R (r /∈ E0), де h−measE0 < +∞.

3.2. Спiввiдношення Бореля i нерiвнiсть Вiмана: ряди Дiрiхле. Встановлен-
ню аналогiв, як сформульованих вище, так i цiлого ряду iнших результатiв Вiмана
i Валiрона, для цiлих рядiв Дiрiхле присвятили свої дослiдження К. Сугимура [26],
Б. Амира [27], В. Шрiнивасулу [28], Ф. Суньєр-Балагер [29], Є.Ф. Щучiнская [30–32],
Н.Ф. Якунiна [33], М.М. Хомяк [34, 35], [12, 36–39, 41, 43, 45–48, 69] та багато iнших
авторiв.

Нагадаємо, що через D(λ) позначаємо клас цiлих (абсолютно збiжних у всiй
комплекснiй площинi) рядiв Дiрiхле вигляду (2) з фiксованою послiдовнiстю пока-
зникiв λ = (λn), 0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n→ +∞). Для цiлого ряду Дiрiхле F ∈ D(λ)
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максимальний член якого µ(x, F ) має скiнченний порядок за Рiттом (R-порядок),
тобто

ρR := lim
x→+∞

ln lnµ(x, F )

x
< +∞,

К. Сугимура вказав ([26]) умови, за яких виконується аналог (4), тобто, спiввiдно-
шення (Бореля)

lnM(x, F ) ∼ lnµ(x, F ) (13)
при x → +∞, тут M(x, F ) = sup{|F (x + it)| : t ∈ R}. Остаточний варiант як цього
твердження, так i тверджень про асимптотичнi спiввiдношення, що виконуються за
вiдсутностi виняткових множин, ми залишаємо наразi поза рамками даного тексту.

Б. Амира ([27]) вказав умови, при яких, зокрема, спiввiдношення (13) справ-
джується вздовж деякої послiдовностi значень x. Є.Ф. Щучiнская розглядала ряди
(2), що задовольняють умову λn+1 − λn ≥ φ(n + 1) − φ(n), тут φ — логарифмiчна
або степенева функцiя, Н.Ф. Якунiна — лише ряди з показниками λn = lnn. Цiлi
ряди Дiрiхле за умови

λn+1 − λn ≥ h > 0 (n ≥ 0) (14)
розглядав Ф. Суньєр-Балагер ([29]).

У найзагальнiшому виглядi задачу встановлення умов, при виконаннi яких спiв-
вiдношення (13) справджується при x → +∞ зовнi виняткової множини вперше,
мабуть, розглянув М.М. Шеремета ([38]), при цьому вiн висловив припущення, що
умова

+∞∑
n=1

1

nλn
< +∞ (15)

є необхiдною i достатньою для того, щоб спiввiдношення (13) виконувалось при x
зовнi деякої множини скiнченної мiри Лебега для кожного цiлого ряду Дiрiхле (2) з
класу D(λ) (тобто, з фiксованою послiдовнiстю показникiв λ = (λn)). Твердження з
цього припущення вперше у повному обсязi доведене в [49]. Умову (15) можна посла-
бити ([69]), якщо розглядати пiдкласи класу D(λ), що визначаються обмеженнями
вигляду

lim
x→+∞

lnµ(x, F )

xΦ(x)
< +∞, (16)

де Φ(x) — деяка зростаюча до +∞ функцiя. При цьому, виняткова множина за опи-
саних в статтi [69] умов, у спiввiдношеннi Бореля має нульову лiнiйну щiльнiсть,
тобто, зокрема, може бути iстотно бiльшою зо множину скiнченної мiри, яка є ви-
нятковою в твердженнi зi статтi [49]. Власне, правильне таке твердження.

Теорема 3. Нехай Φ(x) — деяка зростаюча до +∞ на променi [x0,+∞) функцiя.
Якщо виконується умова

(∀b > 0) : lim
t→+∞

1

t

∑
λn⩽bΦ(t)

1

nλn
= 0,

то для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D(λ), для якого виконується умова (16), спiв-
вiдношення Бореля (13) виконується при x → +∞ зовнi деякої множини нульової
лiнiйної щiльностi.
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Природно, як i вище у випадку нерiвностi Вiмана чи спiввiдношення Бореля
для цiлих функцiй, заданих степеневими рядами, так i у випадках всiх iнших спiв-
вiдношень, кожного разу постає проблема остаточностi опису величини виняткової
множини. Так, скiнченнiсть мiри Лебега, є непокращуваним описом (див. [58, 59])
величини виняткової множини у спiввiдношеннi для усього класу D(λ).

Теорема 4. Для кожної невiд’ємної функцiї h(x) ↑ +∞ (x ↑ +∞) iснують послi-
довнiсть λ = (λn), для якої виконується умова (15), цiла функцiя F ∈ D(λ) i стала
d > 0 такi, що множина

E = {x ⩾ 0: lnM(x, F ) > (1 + d) lnµ(x, F )}

має нескiнченну h-мiру.

Подiбне питання про виняткову множину у спiввiдношеннi Бореля для рядiв
Дiрiхле з пiдкласу, що визначається умовою (16), залишається повнiстю вiдкри-
тим.

У цьому зв’язку цiлком природно постає питання про можливiсть уточнення
описання виняткової множини, зокрема, у випадку спiввiдношення Бореля для цiлих
рядiв Дiрiхле. Нижче ми опишемо подiбнi уточнення в пiдкласах, що визначаються
обмеженнями знизу на мiнiмально можливу швидкiсть зростання максимального
члена таких рядiв (див., наприклад, статтю [68]).

Окремi дослiдження стосувалися умов виконання iстотно загальнiшого спiввiд-
ношення (узагальненого спiввiдношення Бореля)

ω(lnM(x, F ))− ω(lnµ(x, F )) ⩽ d+ o(1) (17)

при x → +∞ зовнi деякої виняткової множини скiнченної мiри Лебега, де ω —
довiльна фiксована додатна неперервна зростаюча на [0,+∞) функцiя.

У випадку, якщо φ(t) = exp{ω(t)} є повiльно зростаюча i φ(tφ(t)) ∼ φ(t ln t) ∼
φ(t), то в [47] вказано необхiдну i достатню умову для того, щоб iснувала функцiя
φ така, що спiввiдношення (17) справджується для кожної функцiї вигляду (2) з
класу D(λ) при x → +∞ зовнi деякої множини скiнченної мiри Лебега. У статтi
[61] розглянуто випадок функцiй ω, який виключає випадок повiльного зростання
функцiї φ, власне, там розглянуто випадок для функцiй, зокрема, таких, що t ≤
φ(t) ≤ et. Зауважимо, що при ω(t) ≡ ln t спiввiдношення (17) переходить в (13), а
при ω(t) ≡ t (17) переходить у спiввiдношення

M(x, F ) ∼ µ(x, F ).

Метод доведення, який при цьому використовується в [61], експлуатує iдею П. Розен-
блума [17] i вiдрiзняється вiд модифiкацiї класичного методу Вiмана-Валiрона (див.,
наприклад, в У.K. Хеймана ([15]) i М.М. Шеремети ([36, 37]) або в [49]). Власне, в
основi розгляду в статтi [61] лежить застосування названого пiдходу Розенблума до
додатних iнтегралiв з класу iнтегралiв типу Лапласа-Стiлт’єса. Нижче ми також
опишемо деякi результати такого сорту.

Зазначимо, що питання встановлення загальних умов, що забезпечують вико-
нання тверджень описаного типу, наприклад, у випадку повiльного зростання фун-
кцiї φ, є практично повнiстю вiдкритим.
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Ключовим моментом у доведеннi достатностi умови (15) у працi [49] виявилась
вдала регуляризацiя часткових сум ряду (15). Зазначимо, що цей пiдхiд, а також iдея
покладена у доведення необхiдностi ([49]) дозволила одержати необхiднi i достатнi
умови для виконання (13) при x → +∞ зовнi деякої множини нульової лiнiйної
щiльностi ( [69]), а також до кiнця розв’язати деякi iншi задачi (див., наприклад,
[45,62]).

Для вимiрної за Лебегом множини E ⊂ [0,+∞) скiнченної мiри meas E < +∞
i функцiї h ∈ L∗ її верхньою i нижньою h – щiльностями у нескiнченностi назвемо
вiдповiдно величини

DhE = lim
R→+∞

h(R)meas (E ∩ [R,+∞))

i
dhE = lim

R→+∞
h(R)meas (E ∩ [R,+∞)).

У класi цiлих рядiв Дiрiхле з заданою системою показникiв введемо пiдкласи

D+(λ,Φ) =
{
F ∈ D(λ) : K+

F := lim
x→+∞

lnµ(x, F )

xΦ(x)
> 0
}

i
D∗(λ,Φ) =

{
F ∈ D(λ) : K∗

F := lim
x→+∞

lnµ(x, F )

xΦ(x)
> 0
}
,

де функцiя Φ з класу L+. Очевидно, що D+(λ,Φ) ⊂ D∗(λ,Φ).
У статтi [68] доведено таку теорему про оцiнку загального члена ряду Дiрiхле.

Теорема 5. Нехай V ∈ L∗
0, h ∈ L∗, Φ ∈ L+. Якщо F ∈ D+(λ,Φ) i виконується

умова

(∀b > 0) : lim
n→+∞

h

(
φ(bλn) +

∫ +∞

λn

dV (t)

t

)∫ +∞

λn

dV (t)

t
= 0, (18)

то для всiх n ≥ 0 i x ∈ [0,+∞) зовнi множини E1 нульової верхньої h-щiльностi
(DhE1 = 0), виконується нерiвнiсть

|Fn|exλn ≤ µ(x, F ) exp

{
−
∫ λn

λν

λn − t

t
dV (t)

}
, (19)

де ν = ν(x, F ) i φ — функцiя обернена до функцiї Φ.

Зауваження 1. Для функцiй F ∈ D(λ) i Φ ∈ L+ теорему 5 можна сформулювати у
наступному виглядi.

Нехай V ∈ L∗
0, h ∈ L∗, Φ ∈ L+. Якщо F ∈ D(λ), K+

F > 0 i виконується умова

lim
n→+∞

h

(
φ
( 2

K+
F

λn

)
+

∫ +∞

λn

dV (t)

t

)∫ +∞

λn

dV (t)

t
= 0

то правильне твердження теореми 5.

Насправдi, з доведення цiєї теореми 5 у статтi [68] випливає, що досить вимагати
виконання умови (18) при деякому b ≥ 2

KF
. Деяке уточнення мiркувань з доведення

теореми 5 дає змогу останню умову замiнити на ще слабшу: умова (18) виконується
при деякому b > 1

KF
.
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Нехай L1 — клас функцiй h ∈ L для яких

h(x+O(1)) = O(h(x)) (x→ +∞),

a L2 — клас функцiй h ∈ L таких, що

h
(
x+

1

h(x)

)
= O(h(x)) (x→ +∞).

В класi D∗(λ,Φ) виконується таке твердження.

Теорема 6. Нехай V ∈ L0, h ∈ L1, Φ ∈ L+. Якщо F ∈ D∗(λ,Φ) i виконується
умова

(∀b > 0) : lim
n→+∞

h (φ(bλn))

∫ +∞

λn

dV (t)

t
= 0, (20)

то для всiх n ≥ 0 i x ∈ [0,+∞) зовнi множини E1 нульової нижньої h-щiльностi
(dhE1 = 0), виконується нерiвнiсть (19), де ν = ν(x, F ), а φ — функцiя обернена
до Φ.

Зауваження 2. Як вже вiдзначалося вище, тут досить вимагати виконання умови
(20) при деякому b ≥ 2

KF
(власне, пiсля уточнення доведення, знову навiть при

деякому b > 1
KF

).

З наведених вище теорем випливають такi твердження.

Наслiдок 1. Нехай h ∈ L2, Φ ∈ L+. Якщо F ∈ D+(λ,Φ) i виконується умова

(∀b > 0) : h(φ(bx))

∫ +∞

x

lnn(t)

t2
dt→ 0 (x→ +∞), (21)

то iснує неперервна зростаюча до +∞ при t→ +∞ функцiя C(t) така, що для всiх
n ≥ 0 i x ∈ [0,+∞) зовнi множини E1 нульової верхньої h-щiльностi (DhE1 = 0)
виконується нерiвнiсть

|Fn|exλn ≤ µ(x, F ) exp

{
−
∫ λn

λν

λn − t

t2
C(t) lnn(4t)dt

}
, (22)

де ν = ν(x, F ).

Продемонструємо тепер, як отриманi твердження застосовуються, наприклад,
для доведення тверджень про спiввiдношення Бореля.

Припустимо, що нерiвнiсть (22) виконується для всiх x /∈ E, де множина E
така, що множина [0,+∞) \ E має точку скупчення на +∞.

Зазначимо, що при n = 0 з нерiвностi (22) отримаємо, що нерiвнiсть

µ(x, F ) ⩾ |F0|exλ0 exp

{∫ λn

λν

λn − t

t2
C(t) lnn(4t)dt

}
виконується для всiх x /∈ E. Якщо тепер припустити, що |F0| = 1, λ0 = 0, то звiдси
отримаємо, що

lnµ(x, F ) ⩾
∫ λν

0

C(t) lnn(4t)

t
dt ⩾ C(λν/2) lnn(2λν) · ln 2



20
О. Б. СКАСКIВ, А. I. БАНДУРА, А. О. КУРИЛЯК

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2025. Випуск 97

для всiх x /∈ E. Далi,

Σ0 :=
1

µ(x, F )

∑
λn⩾2λν

|Fn|exλn ⩽
∑

λn⩾2λν

exp
{
−
∫ λn

λν

λn − t

t2
C(t) lnn(4t)dt

}
⩽

⩽
∑

λn⩾2λν

exp
{
− C(λν)

∫ λn

λn/2

λn − t

t2
lnn(4t)dt

}
⩽

⩽
∑

λn⩾2λν

exp
{
− C(λν) lnn(2λn)

∫ λn

λn/2

λn − t

t2
dt
}
=

=
∑

λn⩾2λν

exp
{
− C(λν) lnn(2λn)(1− ln 2)

}
= o(1)

при x→ +∞ (x ∈ [0,+∞)\E), де ν = ν(x, F ). Остаточно тепер отримаємо спочатку,
що

M(x, F ) ⩽
∑

λn⩽2λν

|Fn|exλn +Σ0 ⩽ n(2λν)µ(x, F ) + o(µ(x, F ))

при x→ +∞ (x ∈ [0,+∞) \ E), де ν = ν(x, F ). Але, щойно доведено, що

lnn(2λν) ⩽
lnµ(x, F )

C(λν/2) ln 2
= o(lnµ(x, F ))

при x → +∞ (x ∈ [0,+∞) \ E), де ν = ν(x, F ), позаяк C(λν/2) → +∞ (ν → +∞).
А це завершує доведення того, що спiввiдношення (13) виконується при x → +∞
(x ∈ [0,+∞) \ E).

Застосування наведеної схеми мiркувань i тверджень, аналогiчних до наведе-
них у цьому пiдроздiлi, дозволяє отримати такi твердження:
i) Якщо h ∈ L2, Φ ∈ L+, F ∈ D+(λ,Φ) i виконується умова (21), то cпiввiдно-
шення (13) виконується при x → +∞ зовнi деякої множини E1 нульової верхньої
h-щiльностi (DhE1 = 0).
ii) Якщо h ∈ L1, Φ ∈ L+, F ∈ D∗(λ,Φ) i виконується умова (21), то спiввiдно-
шення (13) виконується при x → +∞ зовнi деякої множини E1 нульової нижньої
h-щiльностi (dhE1 = 0).

3.3. Узагальнене спiввiдношення Бореля для додатних iнтегралiв: доста-
тнi умови. У даному пiдроздiлi опишемо детальнiше дослiдження, якi стосуються
аналогiв спiввiдношення типу Бореля для додатних iнтегралiв типу Лапласа-
Стiлт’єса.

Нехай R+ = [0,+∞), ν невiд’ємна мiра на R+ з необмеженим носiєм supp ν, f(x)
довiльна невiд’ємна ν-вимiрна функцiя на R+, S = supp ν ∩ {x ∈ R+ : f(x) > 0}.
Через I(ν) позначимо клас функцiй F : R → R+ вигляду

F (x) =

∫
R+

f(u)exuν(du). (23)

Для F ∈ I(ν) i x ∈ R позначаємо

µ∗(x, F ) = ess sup{f(u)exu : u ∈ S}.
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У цiлому рядiв публiкацiй мiркування iстотно базуються на наступних двох
лемах, що нескладно доводяться.

Лема 2. Якщо v(t) — невiд’ємна, додатна при t > t0 ≥ 0, неспадна на [0,+∞)
функцiя така, що ∫ +∞

0

v(t)

t2
dt < +∞,

то iснує додатна неперервна на [0,+∞), зростаюча до +∞ при t → +∞ функцiя
ψ(t) така, що ∫ +∞

0

dt

ψ(t)
< +∞, v(t) = o(ψ−1(t)) (t→ +∞).

Лема 3. Нехай g(x) — додатна диференцiйовна неспадна на [0,+∞) функцiя, а ψ(t)
— додатна iнтегровна на [0,+∞) функцiя, для якої∫ ∞

0

dt

ψ(t)
< +∞. (24)

Тодi множина E := {x ≥ 0: g′(x) ⩾ h(x)ψ(g(x))} має скiнченну h-мiру, тобто,
нерiвнiсть

g′(x) < h(x)ψ(g(x))

виконується для всiх x ∈ [0,+∞) \ E, при цьому

h−meas(E ∩ [r,R]) =

∫
E∩[r,R]

h(x)dx ⩽
∫ g(R)

g(r)

dt

ψ(t)
(0 ⩽ r < R ⩽ +∞).

Нехай тепер F1 ∈ I(ν), тобто, функцiя, визначена на R+, за допомогою збiжного
там iнтегралу Лебега-Стiлт’єса вигляду (23), де ν мiра на R+ з необмеженим носiєм
supp ν, а f(t) — додатна на supp ν функцiя. Зауважимо, що у цьому випадку для
кожного b > 0

ebx = o(F1(x)) (x→ +∞)

i тому (lnF1(x))
′ ↑ +∞ (x → +∞), оскiльки lnF1(x) — опукла на [0; +∞) функцiя.

Зрозумiло також, що F1 ∈ C∞(0,+∞), тобто F1 можна безлiч разiв диференцiювати
пiд знаком iнтегралу.

Наступна лема мiстить нерiвностi, якi є наслiдками ймовiрнiсних нерiвностей
Маркова i Чебишова.

Лема 4. Нехай F1 ∈ I(ν), а g1(x) = lnF1(x). Тодi для кожного x > 0 i кожної
функцiї c = c(x) > 1

F1(x) ≤
c

c− 1

∫
|t−g1′(x)|<

√
cg1′′(x)

f(t)etxν(dt),

F1(x) ≤
c

c− 1

∫
0⩽t<cg1′(x)

f(t)etxν(dt).
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Доведення. Справдi, розглянемо при фiксованому x > 0 функцiю

Φ(u) =

0, u < 0;
1

F1(x)

∫
[0;u)

f(t)etxν(dt), u ≥ 0.

Оскiльки Φ(−∞) = 0, Φ(+∞) = 1, а також Φ — неспадна неперервна злiва, то Φ
функцiя розподiлу, тобто iснує ймовiрнiсний простiр

(
Ω,A,P

)
, де P — деяка ймовiр-

нiсна мiра на деякiй σ−алгебрi A пiдмножин Ω, та невiд’ємна випадкова величина
ξ на ньому, для якої Φ є функцiєю розподiлу

Φ(u) = P{ω : ξ(ω) < u}.
Тодi маємо, що математичнi сподiвання

Eξ =

∫
Ω

ξ(ω)P(dω) =
∫ +∞

0

tdΦ(t) =
1

F1(x)

∫ +∞

0

tf(t)etxν(dt) =
F

′

1(x)

F1(x)
= g

′

1(x)

та

Eξ2 =

∫
Ω

ξ2(ω)P(dω) =
∫ +∞

0

t2dΦ(t) =
1

F1(x)

∫ +∞

0

t2f(t)etxν(dt) =
F

′′

1 (x)

F1(x)
,

а дисперсiя

Dξ = E(ξ −Eξ)2 = Eξ2 − (Eξ)2 =
F

′′

1 (x)

F1(x)
−
(F ′

1(x)

F1(x)

)2
= g1

′′(x).

Тому, використовуючи нерiвнiсть Чебишо́ва

P{ω : |ξ(ω)−Eξ| ≥ ε} ≤ Dξ

ε2

для ε =
√
cDξ з довiльним c = c(x) > 1 одержуємо

F1(x) =

∫
|t−g1′(x)|<

√
cg1′′(x)

f(t)etxν(dt) + F1(x)P{ω : |ξ(ω)−Mξ| ≥ ε} ≤

≤
∫
|t−g1′(x)|<

√
cg1′′(x)

f(t)etxν(dt) +
1

c
F1(x),

тобто,

F1(x) ≤
c

c− 1

∫
|t−g1′(x)|<

√
cg1′′(x)

f(t)etxν(dt).

Подiбно, за нерiвнiстю Маркова

P{ω : ξ(ω) ≥ ε1} ≤ Eξ

ε1

для ε1 = cEξ з довiльним c = c(x) > 1 одержуємо

F1(x) =

∫
|t|<cg1′(x)

f(t)etxν(dt) + F1(x)P{ω : |ξ(ω)| ≥ ε1} ≤

≤
∫
|t|<cg1′(x)

f(t)etxν(dt) +
1

c
F1(x).

Звiдси остаточно маємо твердження леми. □
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З леми 4, використовуючи окремо для кожної з функцiй g1′(x) та g1(x) лему 3,
негайно отримуємо таке твердження.

Лема 5. Для кожної функцiї c = c(x) i для всiх x ∈ [0,+∞) \ E (E — скiнченної
h-мiри) виконуються нерiвностi

F1(x) ≤
c

c− 1

∫
|t−g1′(x)|<

√
ch(x)ψ2(g1′(x))

f(t)etxν(dt),

F1(x) ≤
c

c− 1

∫
0⩽t<ch(x)ψ1(g1(x))

f(t)etxν(dt),

де ψ1, ψ2 — довiльнi додатнi iнтегровнi на [0,+∞) функцiї, що задовольняють умо-
ву (24).

Якщо вибрати тепер тепер h(x) ≡ 1, то з леми 5 отримуємо наступну теорему.
Вживаємо позначення ν(a, b] = ν((a, b]).

Теорема 7. Нехай F1 ∈ I(ν), ω — додатна неспадна на [0,+∞) функцiя з незро-
стаючою похiдною, а функцiї ψ1, ψ2 — додатнi неперервнi такi, що задовольняють
умову (24), ψ1 — монотонно зростаюча. Якщо

1

t
= O(ω′(t)) (t→ +∞), (25)

lim
t→+∞

ω′ (ψ−1
1 (t)

)
ln ν(t−

√
ψ2(t); t+

√
ψ2(t)] ≤ p, (26)

то знайдеться така множина E скiнченної мiри, що виконується нерiвнiсть

lim
x→+∞,x ̸∈E

(ω(lnF1(x))− ω(lnµ∗(x)) ≤ p. (27)

Безпосереднiм наслiдком з теореми 7 є наступна теорема.

Теорема 8. Нехай F ∈ D(λ), функцiї ω, ψj такi, як в теоремi 7. Якщо

lim
t→+∞

ω′ (ψ−1
1 (t)

)
lnnλ(t−

√
ψ2(t); t+

√
ψ2(t)] ≤ d, (28)

то спiввiдношення (13) виконується при x→ +∞ зовнi множини деякої скiнченної
мiри, де

nλ(a, b] =
∑

a<λn≤b

1.

Для того, щоб одержати теорему 8 з теореми 7, досить вибрати неперервну
функцiю f(t), a(λn) = |Fn|, мiру v таку, що v(a, b] = nλ(a, b], а також

F1(x) = M(x, F ) =

+∞∑
n=0

|an|exλn

i пригадати нерiвнiсть Кошi µ(x) = µ(x, F ) ≤M(x, F ), а також нерiвнiсть M(x, F ) ≤
M(x, F ).
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Зауваження 3. Якщо ω′(t) ln t→ 0(t→ +∞), то умова (26) з p = 0, яка виконується
для функцiй ψ1, ψ2 з теореми 7, та умова

ln ν(0; t] = o

(
1

ω′(ψ−1
3 (t))

)
(t→ +∞) (29)

з теореми 8, яка виконується для деякої функцiї ψ3 — неперервної зростаючої дода-
тної i такої, що задовольняє (24), є рiвносильнi. Те ж саме стосується умов (28) (з
d = 0) та

lnn(t) = o

(
1

ω′
(
ψ−1
3 (t)

)) (t→ +∞). (30)

Справдi, якщо виконується умова (29), то досить вибрати ψ2(t) = t2, ψ1(t) =
1
2ψ3(t). Оскiльки ν(t −

√
ψ2(t); t +

√
ψ2(t)] = ν(0; 2t] та ψ−1

3 (2t) = ψ−1
1 (t), то звiдси

негайно одержуємо умову (26) для деяких функцiй ψ1 i ψ2 з теореми 1′. Навпаки,
якщо виконується умова (26), то поступаємо у наступний спосiб. Нехай ε > 0 —
довiльне, а R1 — найменше з тих r > 0, що для всiх t ≥ r одночасно ψ2(t) ≥ 1 i

ln ν(t−
√
ψ2(t); t+

√
ψ2(t)] <

ε

ω′(ψ−1
1 (t))

; (31)

покладемо тепер Rn+1 = Rn +
√
ψ2(Rn) (n ≥ 1). Тодi, з (31) маємо

ln ν ((0;Rj+1]− ν(0;Rj ]) <
ε

ω′(ψ−1
1 (Rj))

(j ≥ 1),

звiдси, завдяки монотонностi ω′(ψ−1
1 (t)), одержуємо

ν(0, Rn+1] =

n∑
j=1

(ν(0;Rj+1]− ν(0;Rj ]) + ν(0;R1] ≤

≤ O(1) + n exp

{
ε

ω′(ψ−1
1 (Rn))

}
(n→ +∞).

Але, очевидно, Rn+1 ≥ Rn + 1 ≥ . . . ≥ n+R1 ≥ n, тому

ln ν(0;Rn+1] ≤ lnRn +
ε

ω′(ψ−1
1 (Rn))

+ o(1) (n→ +∞).

Покладемо тепер ψ3(t) = min{t2, ψ1(t)}. Тодi з умови ω′(t) ln t → 0 при t → +∞
маємо

ln ν(0;Rn+1] ≤ 2 ln
√
Rn +

ε

ω′(ψ1
′(Rn))

+ o(1) ≤

≤ 2ε

ω′(
√
Rn)

+
ε

ω′(ψ−1
1 (Rn))

+ o(1) ≤ 3ε

ω′(ψ−1
3 (Rn))

+ o(1) (n→ +∞).

Звiдси, для Rn ≤ t < Rn+1

ω′ (ψ−1
3 (t)

)
ln ν(0; t] ≤ ω′ (ψ−1

3 (Rn)
)
ln ν(0;Rn+1] = o(1) (t→ +∞).

Тобто, виконується умова (29). Очевидно, що умова (24) для функцiї ψ3 виконується.



ОГЛЯД РЕЗУЛЬТАТIВ ТЕОРIЇ ВIМАНА-ВАЛIРОНА
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2025. Випуск 97 25

Зауваження 4. З умов (25) та (26), з врахуванням зауваження 3, одержуємо, що

ln ν(0, t] = o
(
ψ−1
3 (t)

)
(t→ +∞) (32)

для деякої функцiї ψ3 такої ж, що i в зауваженнi 1. Подiбно, з умови (28) одержуємо

lnnλ(t) = o
(
ψ−1
3 (t)

)
(t→ +∞). (33)

Остання умова, як нескладно перевiрити (див. [49]), еквiвалентна до умови (15), а
умова (32) до умови ∫ +∞ d ln ν(0; t]

t
< +∞. (34)

Для того, щоб одержати (32) досить зауважити, що з (25) та (26) випливає

ln ν
(
t−

√
ψ2(t); t+

√
ψ2(t)

]
= O

(
ψ−1
3 (t)

)
(t→ +∞).

Тому замiнивши в останньому спiввiдношеннi функцiю ψ3(t) на функцiю ψ̃3(t), для
якої виконуються умови (24) та

ln ν
(
t−

√
ψ2(t); t+

√
ψ2(t)

]
= o

(
ψ̃−1
3 (t)

)
(t→ +∞),

у вiдповiдностi iз зауваженням 3 одержуємо (32).
Вище, на прикладi доведення спiввiдношення типу Бореля ми продемонстру-

вали, як при цьому працює модифiкацiя Кеварi-Хеймана-Шеремети методу Вiмана-
Валiрона. Тут ми наведемо доведення аналогiв таких спiввiдношень для iнтегралiв
на основi викладених щойно допомiжних результатiв. Доведемо таку теорему про
спiввiдношення типу Бореля.

Теорема 9. Якщо F1 ∈ I(ν) i виконується умова (32) з додатною неперервною
зростаючою на [0,+∞) функцiєю ψ3, для якої виконується (24), то знайдеться
множина E — скiнченної мiри така, що

lim
x→+∞,x ̸∈E

(
lnF1(x)

lnµ∗(x)

)
≤ 1. (35)

Доведення теореми 7. Оскiльки
∫ +∞
0

dt/ψ2(t) < +∞, то для функцiї

ψ̃2(t) =
ψ2(t)

l(t)
, l(t) =

(∫ +∞

t

dx

ψ2(x)

)− 1
2

,

ця умова також, очевидно, виконується. Застосуємо лему 5 з h(x) ≡ 1 i функцiєю ψ̃2

замiсть функцiї ψ2. Функцiю c(x) виберемо нижче так, щоб c(x) → +∞ (x → +∞).
За лемою 5 для всiх x ̸∈ E1 (E– скiнченної мiри), враховуючи, що ω′ — не зростає,
маємо

ω(lnF1(x))− ω(lnµ∗(x)) ≤ ω′(lnµ∗(x))(lnF1(x)− lnµ∗(x)) ≤ ω′(lnµ∗(x))·

·
{
c1(x) + ln ν

(
g1

′(x)−
√
cψ̃2(g1′(x)); g1

′(x) +

√
cψ̃2(g1′(x))

]}
, (36)
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де c1(x) = ln (c(x)/(c(x)− 1)). Застосовуємо тепер лему 3 до функцiї g1(x), з h(x) ≡ 1
та функцiєю ψ1

(
1
2 t
)

замiсть функцiї ψ1(t). Оскiльки для всiх x ∈ [0,+∞) \ E2 (E2

— скiнченної мiри)

g1
′(x) < ψ1

(
1

2
g1(x)

)
,

то g1(x) > 2ψ−1
1 (g1

′(x)), крiм того, iз спiввiдношення (35) з леми 4, для всiх досить
великих x ̸∈ E3 (E3 — скiнченної мiри)

lnµ∗(x) >
1

2
g1(x),

тому для всiх x ̸∈ E2 ∪ E4

lnµ∗(x) > ψ−1
1 (g1

′(x)).

Вибираючи тепер c(x) = l(g1
′(x)) i, застосовуючи пiдставляння t = g1

′(x), iз (36)
одержуємо при x→ +∞ (x ̸∈ E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4)

ω(lnF1(x))− ω(lnµ∗(x)) ≤ ω′(ψ−1
1 (t))c1(x)+

+ω′(ψ−1
1 (t)) ln ν(t−

√
ψ2(t); t+

√
ψ2(t)] ≤ p+ o(1).

□

У зв’язку з наведеними у цьому пiдроздiлi твердженнями зауважимо, що всi
вони фактично стосуються випадку, коли у спiввiдношеннi (27) функцiя ω така, що
lnx ⩽ ω(x) ⩽ x (x ⩾ x0). Тому, природно постає така проблема.

Проблема 1 ( [82]). Якi умови повинна задовольняти мiра ν (послiдовнiсть λ),
щоб для кожної функцiї F1 ∈ I(ν) (F ∈ D(λ)) узагальнене спiввiдношення Бореля
(27) виконувалось при x→ +∞ зовнi деякої множини скiнченної мiри Лебега?

3.4. Необхiднiсть умов. 1. З теореми 9 отримуємо також наступне твердження.
З [24] (для цiлого ряду Дiрiхле див. у [49]) випливає таке твердження.

Теорема 10 ([24]). Нехай F ∈ I(ν,Φ). Якщо
+∞∫
0

d ln ν0(t)

t
< +∞, ν0(t) := ν((0, t]), (37)

тодi спiввiдношення

lnF (x) ≤ (1 + o(1)) lnµ∗(x, F ) (38)

виконується при x → +∞ (x /∈ E), де E ⊂ R+ є деякою множиною скiнченної мiри
Лебега на R+, тобто meas E =

∫
E
dx < +∞.

Теорема 11. Якщо F1 ∈ I(ν) i виконується умова (34), то спiввiдношення (35)
виконується з деякою винятковою множиною E скiнченної мiри.

Наслiдок 2. Нехай λ = (λn) довiльна послiдовнiсть така, що 0 ⩽ λn ↑ +∞ (0 ⩽
n ↑ +∞). Для того, щоб для кожної функцiї F ∈ D(λ) спiввiдношення Бореля (13)
виконувалось при x→ +∞ зовнi деякої множини скiнченної мiри Лебега необхiдно
i досить, щоб послiдовнiсть λ задовольняла умову (15).
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Твердження цього наслiдку отримаємо негайно з теореми 11 та наступної тео-
реми, яка встановлює непокращуванiсть (необхiднiсть) умов теореми 11. При цьому
слiд пригадати, що умова (15) i умова (33) (умова (34) з ν(0, t] = nλ(t)) є рiвносиль-
ними.

Теорема 12 ([63]). Нехай ν — злiченно-адитивна мiра на R+, для якої∫ +∞

0

d ln ν(0, t]

t
= +∞, ln ν(0, t] = O(t) (t→ +∞),

де ν(0, t] = ν{x ∈ R+ : x ≤ t}. Для кожного d > 0 iснує додатна функцiя F1 ∈ I(ν)
визначена для всiх x ∈ R+ iнтегралом (23) така, що для деякого x0 > 0 i для всiх
x ≥ x0 виконується нерiвнiсть

lnF1(x) ≥ (1 + d) lnµ(x, F1).

Доведення в [63] використовує модифiкацiю конструкцiї з [49], що застосову-
валася там для доведення подiбного твердження в класi цiлих рядiв Дiрiхле D(λ).
Нехай

ν0(t) = ν(0; t], N0(t) =

∫ t

1

ν0(x)

x
dx, B = (1 + 2d)−1,

ψ(y) = −By
∫ y

1

t−2 ln(N0(A(t+ 1))/ ln(t+ 1))dt, 0 < A < 1,

f(y) =

{
exp{ψ(y)}, y ≥ 1;

1, 0 < y ≤ 1.

Наслiдок 3. Для того, щоб для кожної функцiї F1 ∈ I(ν), де ν — злiченно-
адитивна мiра на R+, така, що ln ν(0, t] = O(t) (t → +∞), спiввiдношення (35)
виконувалось при x→ +∞ (x ̸∈ E), E – скiнченної мiри Лебега, необхiдно i досить,
щоб виконувалась умова (34).

3.5. Необхiднiсть умов. 2. Якщо для функцiї ω виконується умова ω′(t) ln t→ 0
(t → +∞), то, за зауваженням 3, умова (28) (вiдповiдно, умова (26)) i умова (30)
(вiдповiдно, умова (29)) є рiвносильними. Нехай k(t) — функцiя обернена до 1

ω′(t) .
Тодi з умови (30) (вiдповiдно, з умови (29)) негайно випливає збiжнiсть iнтегралу

∞∫
k(c(t) lnn(t))

t2
dt < +∞

(
вiдповiдно,

∞∫
k(c(t) ln ν(0, t))

t2
dt < +∞

)
(39)

для деякої функцiї c(t) → +∞ (t → +∞). При цьому зi збiжностi кожного з iнте-
гралiв в (39) окремо, випливає (30) (вiдповiдно, (29)). Доведемо таку теорему.

Теорема 13. Нехай функцiя ω — додатна зростаюча двiчi диференцiйовна на
[0,+∞) така, що ω′ — спадає, при цьому k′(t) — не спадає i ln (1 + k′(t)/t) =
o(t) (t→ +∞). Для кожної послiдовностi λ = (λn), для якої розбiжний iнтеграл∫ +∞ k(lnnλ(t))

t2
dt = +∞ (40)
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iснує функцiя F ∈ D(λ) така, що

ω(lnM(x, F ))− ω(lnµ(x, F )) ≥ b > 0 (x ≥ x0).

Доведення. Зауважимо, що з умови (40) випливає розбiжнiсть ряду
∞∑
n=1

1

λn
(k(ln(n+ 1))− k(lnn)) = +∞. (41)

Не зменшуючи загальностi можемо вважати, що

k(ln(n+ 1)) = O(λn) (n→ +∞). (42)

У протилежному випадку не складно показати, що iснує пiдпослiдовнiсть (λ∗n) послi-
довностi (λn), для якої умови (41) та (42) виконуються одночасно. У цьому випадку,
якщо λn ̸∈ {λ∗j}, то покладаємо Fn = 0; решту коефiцiєнтiв вибираємо, як i нижче.
Отже, вважаємо, що для (λn) умови (41) та (42) виконуються одночасно. Нехай

cn = β (k(ln(n+ 1))− k(lnn)) , β > 0, Fn = −
n∑
s=1

λn − λs
λs

· cs (n ≥ 1), a0 = 1.

Перевiримо, чи функцiя вигляду (2) з так вибраними коефiцiєнтами належить до
класу D(λ). Справдi,

n∑
s=1

λn − λs
λs

· cs = λn

n∑
s=1

cs
λs

− βk(ln(n+ 1)),

тому з (42) i (41) маємо
n∑
s=1

λn − λs
λs

cs = (1 + o(1))λn

n∑
s=1

cs
λs

(n→ +∞),

а оскiльки t = O(k(t)) (t+∞), то вже елементарно показуємо, що F ∈ D(λ).
Далi нам потрiбна така лема про властивостi мажоранти Ньютона.

Лема 6. Нехай 0 ≤ λn ↑ +∞ (n → +∞) i Fn > 0. Якщо κn = ln an−1−lnFn

λn−λn−1
↗ (не

спадає), то:
а) µ(x) = max

{
ase

xλs : s ≥ 0
}
= ane

xλn для всiх x ∈ [κn,κn+1],
б) ν(x) = max

{
s : ase

xλs = µ(x)
}
= n для всiх x ∈ [κn,κn+1) (κn < κn+1),

в) для всiх x ∈ [κn,κn+1) (κn < κn+1), послiдовнiсть
(
ame

xλm
)

— монотонно зро-
стаюча для всiх 0 ⩽ m ⩽ n, i спадна для всiх m ⩾ n.

Твердження леми 6 добре вiдоме. Зрештою, в його правильностi можна пере-
конатися безпосередньою перевiркою.

Продовжимо доведення теореми 13. Зауважимо, що у цьому випадку

κn =

n−1∑
s=1

cs
λs

↑ +∞ (n→ +∞),

тому для x ∈ [κn,κn+1] маємо

lnµ(x, F ) = lnFn + xλn ≤ lnFn + κn+1λn =

n∑
s=1

cs = βk(ln(n+ 1)), (43)
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а для m ≤ n− 1

ln am + xλm ≥ κnλm −
m∑
s=1

λm − λs
λs

cs ≥
m∑
s=1

cs = βk(ln(m+ 1)).

Виберемо

m1 =
nk′(ln(n+ 1))− ln(n+ 1)

k′(ln(n+ 1)) + ln(n+ 1)
, m = [m1] ≤ n− 1.

Тодi

(n−m) ≥ n−m1 =
(n+ 1) ln(n+ 1)

k′(ln(n+ 1)) + ln(n+ 1)

i, завдяки умовi ln (1 + k′(t)/t) = o(t) (t→ +∞), одержуємо

ln(n−m) ≥ ln(n+ 1)− ln

(
1 +

k′(ln(n+ 1))

ln(n+ 1)

)
=

= (1 + o(1)) ln(n+ 1) (n→ +∞). (44)
Оскiльки

ln
n+ 1

m+ 1
≤ ln

n+ 1

m1
≤ n−m1 + 1

m1
≤ 2

n−m1

m1
=

= 2
(n+ 1) ln(n+ 1)

nk′(ln(n+ 1))− ln(n+ 1)
,

то
k(ln(n+ 1))− k(ln(m+ 1)) ≤ ln

n+ 1

m+ 1
k′(ln(n+ 1)) =

= 2

(
1 +

1

n

)
k′(ln(n+ 1))

k′(ln(n+ 1))− 1
n ln(n+ 1)

ln(n+ 1) =

= (2 + o(1)) ln(n+ 1) (n→ +∞).

Якщо тепер вибрати β < 1/2, то звiдси i з (44) одержуємо при n→ +∞
ln(n−m)− β(k(ln(n+ 1))− k(ln(m+ 1))) ≥

≥ (1− 2β + o(1)) ln(n+ 1). (45)
Користуючись пунктом в) леми 6, для x ∈ [κn,κn+1] маємо

F (x) ≥
n∑

s=m

ase
xλs ≥ (n−m)ame

κnλm .

Застосовуючи тепер послiдовно (43)–(45), одержуємо

ω(lnM(x, F )− ω(lnµ(x, F )) ≥
≥ ω(ln(n−m) + βk(ln(m+ 1)))− ω(βk(ln(n+ 1))) ≥

≥ (ln(n−m)− βk(ln(n+ 1)) + βk(ln(m+ 1)))ω′(ln(n−m) + βk(ln(m+ 1))) ≥
≥ (1− 2β + o(1)) ln(n+ 1)/k−1(ln(n−m) + βk(ln(m+ 1))) (n→ +∞).

Зауважимо, що оскiльки k′(t) — не спадає, тому min {k′(t) : t ≥ 1} = k′(1) = p > 0 i

k

((
1 +

1

p

)
t

)
≥ k(t) +

1

p
tk′(t) ≥ k(t) + t,

а також
k−1(ln(n−m) + βk(ln(m+ 1))) ≤ k−1(lnn+ βk(lnn)) ≤
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≤ k−1(lnn+ k(lnn)) ≤
(
1 +

1

p

)
lnn.

Отже, негайно одержуємо

ω(lnM(x, F ))− ω(lnµ(x, F )) ≥ c1
ln(n+ 1)

lnn

з додатною сталою c1 > 0. Залишилось вибрати b = c1 > 0, а також довести, що
iснує пiдпослiдовнiсть (λ∗n) послiдовностi (λn), для якої виконуються умови (41) i
(42).

Зауважимо спочатку, що з умови ln(1 + k′(t)
t ) = o(t) (t→ +∞) випливає

cn = k(ln(n+ 1))− k(lnn) → 0 (n→ +∞).

Нехай p1 = min{p ≥ 1: cp <
1
2}. Визначимо

r2 = min{r ≥ r1 + p1 : k(ln(p1 + 1)) ≤ λr}, p2 = max

{
p ≥ p1 : 1 ≤

p∑
s=p1

cs
λs+r2

< 2

}
.

Якщо rn та pn визначенi, то rn+1 та pn+1 визначимо у наступний спосiб

rn+1 = min{r ≥ rn+pn : k(ln(pn+1)) ≤ λr}, pn+1 = max

{
p : 1 ≤

p−1∑
s=pn

cs
λs+rn+1

< 2

}
.

Для всiх s таких, що pn ≤ s ≤ pn+1 − 1, визначивши λ∗s = λs+rn+1
одержуємо

k(ln(s+ 1))

λ∗s
=

(
k(ln(s+ 1))

λ∗s
− k(ln s)

λ∗s−1

)
+ . . .+

+

(
k(ln(pn + 2))

λ∗pn+1

− k(ln(pn + 1))

λ∗pn

)
+
k(ln(pn + 1))

λ∗pn
≤

≤
s∑

m=pn

cm
λ∗m

+
k(ln(pn + 1))

λ∗pn
≤
pn+1−1∑
m=pn

cm
λ∗m

+
k(ln(pn + 1))

λ∗pn
.

Зауважимо, що λ∗pn = λpn+rn+1 ≥ λrn+1 ≥ k(ln(pn + 1)), а також
pn+1−1∑
m=pn

cm
λ∗m

=

pn+1−1∑
m=pn

cm
λm+rn+1

< 2

тому k(ln(s + 1)) < 3λ∗s для всiх s таких, що pn ≤ s ≤ pn+1 − 1 i для всiх n ≥ 1, а
отже, для всiх s ≥ p1. З iншого боку,

pn+1−1∑
s=pn

cs
λ∗s

=

pn+1−1∑
s=pn

cs
λs+rn+1

≥ 1

i тому
+∞∑
s=p1

cs
λ∗s

=

+∞∑
n=1

(
pn+1−1∑
s=pn

cs
λ∗s

)
= +∞.

□



ОГЛЯД РЕЗУЛЬТАТIВ ТЕОРIЇ ВIМАНА-ВАЛIРОНА
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2025. Випуск 97 31

Зауваження 5. Якщо функцiя ω така, що для кожної функцiї ε(t) → +0 (t→ +∞)

1

ω′(tε(t))
= o

(
1

ω′(t)

)
(t→ +∞), (46)

то умова (39) еквiвалентна до умови∫ +∞ k(lnnλ(t))

t2
dt < +∞. (47)

Справдi, з умови (39) умова (47) випливає в очевидний спосiб. Якщо ж вико-
нується (47), то iснує функцiя c(t) ↑ +∞(t→ +∞) така, що∫ +∞ c(t)

t2
k(lnnλ(t))dt < +∞.

Виберемо ψ−1
3 (t) ≍ c(t)k(lnn(t)). Тодi, завдяки (46), маємо

lnnλ(t) =
1

ω′
(
o
(
ψ−1
3 (t)

)) = o

(
1

ω′
(
ψ−1
3 (t)

)) (t→ +∞),

тобто виконується умова (30), а разом з нею i (39).

Зауваження 6. Умова (46) виконується, наприклад, коли виконується умова

(∃c ∈ [−1; 0)) :
ω′′(t)

ω′(t)
t ≤ c (t→ +∞). (48)

Зауваження 7. Якщо виконується умова (48), то для функцiї k(t) оберненої до
функцiї 1

ω′(t) виконується умова ln(1 + k′(t)
t ) = o(t) (t→ +∞) з теореми 13, а також

умова ω′(t) ln t = o(1) (t→ +∞).

За допомогою зауважень 3, 5–7 з теорем 8 i 13 одержуємо наступну теорему.

Теорема 14. Нехай ω — додатна зростаюча двiчi диференцiйована на [0,+∞) фун-
кцiя зi спадною похiдною такою, що 1

t = O (ω′(t)) (t → +∞), виконується умова
(48) i k′(t) — не спадає. Для того, щоб для кожної функцiї F ∈ D(λ) виконува-
лось спiввiдношення (17) при x → +∞ зовнi множини скiнченної мiри необхiдно i
досить, щоб виконувалась умова (47)∫ +∞ k(lnnλ(t))

t2
dt < +∞,

де k(t) — функцiя обернена до функцiї 1
ω′(t) .

Наведемо приклади функцiй ω(t), для яких виконуються умови теореми 3. Та-
кими, очевидно, є ω(t) = (ln t)

1+α
(α ≥ 0), ω(t) = tβ (0 < β < 1). У другому випадку

k(t) = (βt)
1

1−β , а у першому k(t) ∼ (1 + α)t(ln t)α. У вiдповiдностi з цим одержуємо
наступнi наслiдки з теореми 14.

Наслiдок 4. Нехай α ≥ 0. Для того, щоб для кожної функцiї F ∈ D(λ) виконува-
лось спiввiдношення

(ln lnM(x, F ))
1+α − (ln lnµ(x, F ))

1+α → 0
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при x→ +∞ зовнi множини скiнченної мiри, необхiдно i досить, щоб∫ +∞
t−2 lnnλ(t) (ln lnnλ(t))

α
dt < +∞.

Вiдзначимо у цьому наслiдку випадок α = 0. Оскiльки вiдповiдно до зауважень
2 i 3 умова (15) i умова (47) еквiвалентнi, то одержуємо наступне твердження.

Наслiдок 5. Для того, щоб для кожної функцiї F ∈ D(λ) виконувалось спiввiдно-
шення (13) при x → +∞ зовнi множини скiнченної мiри, необхiдно i досить, щоб
виконувалась умова (15).

Наслiдок 6. Нехай 0 < β < 1. Для того, щоб для кожної функцiї F ∈ D(λ)
виконувалось спiввiдношення

(lnM(x, F ))
β − (lnµ(x, F ))

β → 0

при x→ +∞ зовнi множини скiнченної мiри, необхiдно i досить, щоб∫ +∞
t−2 (lnnλ(t))

1
1−β dt < +∞.

Гiпотеза 1. Твердження наслiдкiв 4–6 залишаться правильними i в класi I(ν) пiсля
замiни в їхнiх умовах nλ(t) на ν(0, t].

При β = 1
2 одержуємо розв’язок проблеми 5, сформульованої М.М. Шереметою

([47, с.118]).
Зазначимо, що умова (∀x ∈ R) : µ∗(x, F ) < +∞ виконується, тодi i тiльки тодi,

коли (наприклад, див. [71–73])

lim
u→+∞
u∈supp ν

− ln f(u)

u
= +∞.

Позначимо через L клас невiд’ємних неперервних функцiй ψ : R+ → R+ таких,
що ψ(t) → +∞ при t→ +∞ i через L+ пiдклас функцiй ψ ∈ L таких, що ψ(t) ↗ +∞
при t→ +∞.

У статтi [63] (див. також [49]) було доведено, що для кожної додатної мiри ν
такої, що

ln ν0(t) = O(t), t→ +∞ та
+∞∫
0

d ln ν0(t)

t
= +∞

iснують функцiя F ∈ I(ν) i додатна стала d > 0 такi, що нерiвнiсть

lnF (x) ⩾ (1 + d) lnµ∗(x, F )

виконується для всiх x ⩾ x0, тобто умова (37) у певному сенсi є необхiдною умовою
теореми A.

Нехай Φ ∈ L+. Через I(ν,Φ) ми позначимо клас функцiй F ∈ I(ν) таких, що

(∃c > 0) : lnF (x) ≤ Φ(cx) (x ≥ x0),

I∗(ν,Φ) := {F ∈ I(ν) : (∃c > 0)(∃xj → +∞)[ lnF (x) ≤ Φ(cx) (x = xj , j ⩾ 1)]}.
З твердження 7 у [64, с. 135–137] випливає така теорема.
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Теорема 15. Нехай Φ ∈ L+, F ∈ I(ν,Φ). Якщо

(∀ η > 0) : lim
R→+∞

1

R

ηΦ(R)∫
0

d ln ν0(t)

t
= 0, (49)

тодi спiввiдношення (38) виконується при x → +∞ (x /∈ E), де E — множина
нульової лiнiйної щiльностi, тобто

DE := lim
R→+∞

1

R
meas(E ∩ [0, R]) = 0.

З [75, теорема 1] випливає таке твердження.

Теорема 16. Нехай Φ0(x) = xΦ(x), Φ ∈ L+, F ∈ I(ν,Φ0). Якщо умова (49) вико-
нується, то спiввiдношення (38) виконується при σ → +∞ (σ ̸∈ E), де E — деяка
множина нульової лiнiйної щiльностi, тобто DE = 0.

Зауваження 8. Якщо tΦ(t) = O(Φ(2t)) (t → +∞), то I(ν,Φ) = I(ν,Φ0) з Φ0(x) :=
xΦ(x). Але, загалом,

I(ν,Φ) ⊂ I(ν,Φ0), I(ν,Φ) ̸= I(ν,Φ0).

З твердження 8 з [64, c. 137–138] можна отримати наступну теорему.

Теорема 17. Нехай Φ ∈ L+, F ∈ I∗(ν,Φ). Якщо виконується умова (49), то
iснує вимiрна множина E ⊂ R+ така, що

DE := lim
x→+∞

1

x
meas(E ∩ [0, x]) = 0

i спiввiдношення (38) виконується при x→ +∞ (x ∈ R+ \ E).

3.6. Аналоги нерiвностi Вiмана для iнтегралiв i рядiв Дiрiхле. Отримаємо
тепер достатнi умови для справедливостi зовнi множини скiнченної мiри деяких уза-
гальнень нерiвностi Вiмана (5), а також покажемо їхню непокращуванiсть. Доведемо
спочатку наступне твердження.

Теорема 18. Нехай F1 ∈ I(ν). Якщо для деякої додатної неперервної на [0; +∞)
функцiї ψ(t), яка задовольняє умову (24), виконується

(∃p < +∞)(∃t0 > 0)(∀t ⩾ t0) : ν(t−
√
ψ(t), t+

√
ψ(t)] ⩽ tp, (50)

то для будь-якого ε > 0 iснує множина E ⊂ R+ скiнченної мiри Лебега така, що
для всiх x ∈ [0,+∞) \ E

F1(x) ⩽ Cµ∗(x) ln
p µ∗(x) ln

p+ε lnµ∗(x), (51)

де C — деяка залежна вiд F i ε стала.
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Доведення теореми 18 використовує лему 4 i лему 3 ( з h(x) ≡ 1 ). Як i при
доведеннi теореми 7 для всiх x ∈ [0,+∞) \ E1 (E1 — скiнченної мiри) маємо

F1(x) ≤
c

c− 1
µ∗(x)ν

(
g′(x)−

√
cψ2(g′(x)); g

′(x) +
√
cψ2(g′(x))

]
, (52)

де g(x) = lnF1(x), c = c(x) > 1 — довiльна функцiя, ψ2(t) — довiльна додатна
неперервна на [0,+∞) функцiя, для якої виконується умова (24).

Зауважимо тепер, що застосування леми 3 (до функцiї g(x) з h(x) ≡ 1 та ψ(x) =
x ln1+ε1 x) дає, що для кожного ε1 > 0 iснує множина E2 скiнченної мiри така, що
нерiвнiсть

g′(x) ⩽ g(x)(ln g(x))1+ε1 ,

виконується для всiх x ∈ [0,+∞) \ E2. Вибираючи в (52) ψ2(t) = 1
cψ(t) (тут ψ(t)

— функцiя з умови (50)) i застосовуючи умову (50), з нерiвностi (52) для всiх x ∈
[0,+∞) \ E1 отримаємо

F1(x) ⩽ 2µ∗(x)(g
′(x))p.

Далi, зрозумiло.
Сформулюємо такi елементарнi наслiдки з теореми 18.

Наслiдок 7. Нехай F ∈ D(λ). Якщо для деякої додатної неперервної на [0; +∞)
функцiї ψ(t), яка задовольняє умову (24), виконується

lim
t→+∞

lnnλ(t−
√
ψ(t); t+

√
ψ(t)]

ln t
= p, (53)

то для довiльного ε > 0 i для всiх x ∈ [0,+∞) \ E (E — деяка множина скiнченної
мiри)

M(x, F ) ≤ µ(x, F )(lnµ(x, F ))p+ε. (54)

Наслiдок 8. Нехай F1 ∈ I(ν). Якщо для деякої додатної неперервної на [0; +∞)
функцiї ψ(t), яка задовольняє умову (24), виконується

lim
t→+∞

ln ν(t−
√
ψ(t); t+

√
ψ(t)]

ln t
= p, (55)

то для довiльного ε > 0 i для всiх x ∈ [0,+∞) \ E (E — деяка множина скiнченної
мiри)

F1(x) ≤ µ∗(x)(lnµ∗(x))
p+ε.

На завершенiсть твердження теореми 18 (зокрема, на те, що у нерiвностi (51)
число p > 0 у показнику множника (ln lnµ∗(x))

p+ε, взагалi кажучи, не можна зама-
нити на менше число) вказує наступне твердження.

Теорема 19. Якщо мiра ν така, що для деякої функцiї ψ(t) — додатної неперервної
на [0,+∞) i такої, що ψ(t) = O

(
t ln t ln22 t

)
(t→ +∞), виконується умова

(∃p > 0)(∃C1 > 0)(∃t0 > 0)(∀t ⩾ t0) : ν(t−
√
ψ(t), t+

√
ψ(t)] ⩾ C1t

p, (56)

то для кожного ε ∈ (0, p) iснує функцiя F ∈ I(ν) така, що
F1(x)

µ∗(x) lnp µ∗(x) lnp−ε2 µ∗(x)
→ +∞, (x→ +∞),

де µ∗(x) := sup{f(t)ext : t ⩾ 0}.
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Зауваження 9. Для мiри Лебега ν(dx) = dx на R умови (55) i (56) виконуються з
p = 1/2.

Для доведення теореми 19, вважаючи, що умова (34) виконується, досить ви-
брати f(u) = exp{−βu ln+3 u} (u ⩾ exp exp(1)), f(u) = 0 (0 ⩽ u < exp exp(1)),
h(u, x) = ln f(u) + ux i розглянути функцiю F1 вигляду (23).

Наслiдок 9. Якщо для деякої додатної неперервної на [0,+∞) функцiї ψ(t) такої,
що ψ(t) = O

(
t ln t ln22 t

)
(t→ +∞), виконується умова

(∃p > 0) : lim
t→+∞

t−p · ν
(
t−

√
ψ(t); t+

√
ψ(t)

]
= p1 > 0,

то знайдеться функцiя F1 ∈ I(ν), для якої
F1(x)

µ∗(x)
(lnµ∗(x))

−p → +∞ (x→ +∞).

Зауваження 10. З тверджень наслiдкiв 8 i 9 негайно маємо, що якщо для деякої
функцiї ψ(t) = O

(
t ln t ln22 t

)
(t→ +∞), яка задовольняє умову (24), виконується

lim
t→+∞

ln+ nλ(t−
√
ψ(t); t+

√
ψ(t)]

ln t
= p ∈ (0,+∞),

то знайдеться функцiя F ∈ D(λ) така, що

M(x, F ) = µ(x, F )(lnµ(x, F ))p+o(1)

при x→ +∞ зовнi деякої множини скiнченної мiри, при цьому
M(x, F )

µ(x, F )
(lnµ(x, F ))−p → +∞ (x→ +∞).

Вкажемо на зв’язок одержаних тверджень з вiдомими аналогами нерiвностi
А. Вiмана (5). В [12, c.71] доведено, що для кожного цiлого ряду Дiрiхле F ∈
D(λ), показники якого задовольняють умову (14), для кожного ε > 0 i для всiх
x ∈ [0,+∞) \ E (E — деяка множина скiнченної мiри) виконується

M(x, F ) ≤ µ(x, F )(lnµ(x, F ))
1
2+ε. (57)

Там же ([12, c.62]), див. також [74]) розглянуто цiлi функцiї F ∈ D(λ) з показниками,
лiчильна функцiя яких задовольняє умову

|n(t)−∆tρ| ≤ D, 0 < ∆, ρ <∞,
1

2
≤ D <∞. (58)

Для кожної такої функцiї, для будь-якого ε > 0 i для всiх x ∈ [0,+∞)\E (E — деяка
множина скiнченної мiри) виконується

M(x, F ) ≤

{
µ(x, F )(lnµ(x, F ))ρ−

1
2+ε, ρ ≥ 1

2 ;

2D(1 + ε)µ(x, F ), ρ < 1
2 .

(59)

Елементарно тепер перевiряється, що якщо вибрати t ≤ ψ(t) ≤ t ln2 t — довiльну
функцiю, то з умови (14) випливає умова (53) з p ≤ 1

2 , а з умови (58) випливає

lim
t→+∞

lnnλ(t−
√
ψ(t); t+

√
ψ(t)]

ln t
= ρ− 1

2
.
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Звiдси, у випадку ρ < 1
2 , враховуючи зауваження 6 i теорему 4, замiсть другої

нерiвностi в (59) одержуємо нерiвнiсть M(x, F ) ≤ (1+ ε)µ(x, F ), перша ж нерiвнiсть
в (59) випливає з (54). З iншого боку, з останньої нерiвностi з доведення твердження 4
отримуємо, що для кожної послiдовностi λ = (λn), яка задовольняє умову (58) iснує
функцiя F ∈ D(λ), для якої

M(x, F ) ≥ µ(x, F )(lnµ(x, F ))ρ−
1
2 (ln2 µ(x, F ))

1
3ρ−

1
6+ε (x→ +∞),

тобто в першiй нерiвностi з (59), за умови (58), ρ не можна замiнити на меншу сталу.
Крiм того, очевидно, що (59) справджується за слабшої умови (53) з p ≤ ρ− 1

2 , при
цьому ρ також не можна замiнити на меншу сталу. Подiбно, (57) – при виконаннi
(53) з p ≤ 1

2 .
Вiдзначимо також, що ранiше цiлi ряди Дiрiхле за умови (14) розглядав

Ф. Суньєр-Балагер ([29]).

Зауваження 11. Наведенi вище аналоги нерiвностi (5) вiдповiдають випадку ω(t) =
t

ln t у спiввiдношеннi limx→+∞(ω(lnF1(x))−ω(lnµ(x))) ≤ p з теореми 7. Розглядаючи
iншi функцiї ω(t) можна одержати iншi аналоги цiєї нерiвностi.

Повнiстю подiбно, як i вище, одержуємо такi два твердження.
Твердження А. Якщо для функцiї F1 ∈ I(ν) виконується умова

lim
t→+∞

ln+ ln ν(t−
√
ψ(t); t+

√
ψ(t)]

ln t
= p < 1,

де ψ(t) — деяка додатна неперервна на [0,+∞) функцiя, що задовольняє умову (24),
то для кожного ε > 0 i для кожного x ∈ [0,+∞)\E (E — деяка множина скiнченної
мiри)

F1(x) ≤ µ∗(x) exp
{
(lnµ∗(x))

p+ε
}
.

Використання тiєї ж функцiї, що i у доведеннi теореми 19 приводить до насту-
пного твердження.
Твердження Б. Якщо для послiдовностi λ = (λn) iснує додатна неперервна на
[0,+∞) функцiя ψ(t) така, що ψ(t) = O

(
t ln t ln22 t

)
(t→ +∞) i виконується умова

lim
t→+∞

nλ(t−
√
ψ(t); t+

√
ψ(t)]

exp{tp}
= p1 > 0, 0 < p < +∞,

то iснує функцiя F ∈ D(λ), для якої

M(x, F ) ≥ µ(x, F ) exp
{
(lnµ(x, F ))p (ln2 µ(x, F ))

p
(ln3 µ(x, F ))

p−ε
}

при x→ +∞, де ε ∈ (0, p) — довiльне.

Теорема 20 ([81], Theorem 1). Нехай F ∈ I(ν). Якщо

(∃ψ ∈ L)(∃p1 < +∞)(∃t0)(∀t ⩾ t0) : ν(t−
√
ψ(t), t+

√
ψ(t)] ⩽ tp1 ,

то для довiльного ε > 0 iснує множина E1 ⊂ R+ скiнченної мiри Лебега, тобто,
meas(E1) :=

∫
E1
dx < +∞, така, що для всiх x ∈ [0,+∞) \ E

F (x) ⩽ Cµ∗(x) ln
p1 µ∗(x) ln

p1+ε
2 µ∗(x).

Тут C – стала, що залежить лише вiд функцiї F i ε.
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Теорема 21 ([81], Theorem 2). Нехай функцiя ψ ∈ L така, що ψ(t) = O(t ln t ln22 t)
(t→ +∞), а мiра ν така, що ln ν(0, t] = O(t) (t→ +∞) i

(∃C > 0)(∃p1 > 0)(∃t0 > 0)(∀t ⩾ t0) : ν(t−
√
ψ(t), t+

√
ψ(t)] ⩾ Ctp1 .

Тодi, для кожного ε ∈ (0, p1) iснує функцiя F ∈ I(ν) така, що

F (x)

µ∗(x) lnp1 µ∗(x) lnp1−ε2 µ∗(x)
→ +∞, (x→ +∞).

Висловимо таке припущення: Твердження Б справджується i в класi I(ν)
пiсля замiни в його умовi

nλ(t−
√
ψ(t); t+

√
ψ(t)] на ν(t−

√
ψ(t); t+

√
ψ(t)].
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9. Pólya G., Szegő G. Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis. – Berlin: Springer, V.2, 1925.
10. Wittich H. Neuere Untersuchungen über eindeutige analytische Funktionen. – Berlin-Göttin-
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13. Kövari T. On the Borel exceptional values of lacunary integral functions// J. Anal. Math. –

1961. – V.9. – P. 71–109. https://doi.org/10.1007/BF02795340
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The article is devoted to a survey of results from the Wiman-Valiron theory
in the class of entire and analytic functions of the form f(z) =

∑+∞
n=0 fnz

n,
z ∈ C, concerning such relations

lnMf (r) ∼ lnµf (r), Ψ(lnMf (r)) ∼ Ψ(lnµf (r)),

as well as the Wiman-type inequalities Mf (r) ⩽ µf (r)(lnµf (r))
1/2, which hold

for all r ⩾ r0 outside some exceptional sets; here Mf (r) and µf (r) are the
maximum modulus of f on the circle {z : |z| = r} and the maximal term of
the Taylor series, respectively. Some statements concerning generalizations of
these results to classes of entire Dirichlet series of the form

F (z) =

+∞∑
n=0

Fn exp{zλn}, 0 = λ0 < λn < λn+1 ↑ +∞ (1 ⩽ n ↑ +∞),

are also described. Analogs of similar results are given in the class of functions
F : R → R+ := [0,+∞) of the form F (x) =

∫ +∞
0

f(u)exuν(du), where ν is
a non-negative measure on R+ with unbounded support supp ν, f(x) is an
arbitrary non-negative ν-measurable function on R+.

Key words: entire function, analytic function, Wiman-Valiron theory, Di-
richlet series, Lebesgue-Stieltjes integral.


